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Abstract. Surfaces in three-dimensional space can be represented through explicit, parametric and implicit 
equations, which describe the relationship between the variables x, y and z. Graphs of linear equations produce 
flat planes, while quadratic equations form objects such as spheres or ellipsoids. In this research, a theoretical 
approach is combined with interactive visualization to analyze various surface shapes. Through the use of 
GeoGebra software, this analysis makes it easier to understand surface orientation and shape, such as normal 
vectors and curvature, as well as applications in vector fields. This research also investigates the concepts of 
Cartesian coordinates in three-dimensional space, by depicting surfaces in the form of graphs of functions of 
two variables. It is hoped that the results of this research can provide deeper insight into the geometric 
properties of surfaces and how to visualize them effectively in mathematics and physics applications. 
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Abstrak. Permukaan dalam ruang tiga dimensi dapat direpresentasikan melalui persamaan eksplisit, parametrik, 
dan implisit, yang menggambarkan hubungan antara variabel x, y dan z. Grafik persamaan linier menghasilkan 
bidang datar, sedangkan persamaan kuadrat membentuk objek seperti bola atau elipsoid. Dalam penelitian ini, 
pendekatan teoritik dikombinasikan dengan visualisasi interaktif untuk menganalisis berbagai bentuk 
permukaan. Melalui penggunaan perangkat lunak GeoGebra, analisis ini mempermudah pemahaman orientasi 
dan bentuk permukaan, seperti vektor normal dan kelengkungan, serta aplikasi dalam medan vektor. Penelitian 
ini juga menyelidiki konsep-konsep koordinat kartesius dalam ruang tiga dimensi, dengan menggambarkan 
permukaan berupa grafik fungsi dua variabel. Diharapkan, hasil penelitian ini dapat memberikan wawasan lebih 
dalam mengenai sifat geometris permukaan dan cara visualisasinya yang efektif dalam aplikasi matematika dan 
fisika. 
 
Kata kunci: Permukaan tiga dimensi, GeoGebra, visualisasi, vektor normal, kelengkungan.  
 

1. LATAR BELAKANG 

Permukaan dalam ruang tiga dimensi memainkan peran penting dalam berbagai 

disiplin ilmu, termasuk matematika, fisika, dan teknik. Dalam konteks geometri, 

permukaan dapat direpresentasikan melalui berbagai bentuk persamaan, seperti eksplisit, 

parametrik, dan implisit. Representasi ini memungkinkan kita untuk menggambarkan 

objek-objek geometri yang kompleks, mulai dari bidang datar hingga bentuk-bentuk yang 

lebih rumit seperti bola, elipsoid, atau permukaan kuadratik lainnya. 

Namun, meskipun konsep permukaan ini sangat fundamental, visualisasi dan 

pemahaman orientasi permukaan dalam ruang tiga dimensi seringkali menjadi tantangan. 

Ketika grafik fungsi atau permukaan ditampilkan pada bidang datar, kita sering kesulitan 

memahami bagaimana posisi dan orientasi objek tersebut dalam ruang. Oleh karena itu, 
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diperlukan alat bantu yang dapat menyajikan grafik dalam ruang tiga dimensi secara 

interaktif.(Sari, 2019) 

GeoGebra, sebagai perangkat lunak matematika dinamis, menawarkan solusi untuk 

memvisualisasikan permukaan secara lebih intuitif. Dengan menggunakan GeoGebra, kita 

dapat memanipulasi parameter-parameter yang membentuk permukaan dan dengan mudah 

melihat perubahan bentuknya dalam ruang tiga dimensi. Hal ini memudahkan kita untuk 

menganalisis sifat-sifat geometris permukaan, seperti vektor normal dan kelengkungan, 

yang sangat penting dalam aplikasi analisis medan vektor dan pemodelan matematika. 

Penelitian ini bertujuan untuk mengeksplorasi representasi permukaan dalam ruang 

tiga dimensi dan memanfaatkan GeoGebra sebagai alat untuk visualisasi dan analisis 

geometris yang lebih mendalam.(Putri & Yahfizham, 2024) 

 

2. KAJIAN TEORITIS 

Permukaan dalam ruang tiga dimensi  adalah himpunan semua titik (x, y, z) yang 

koordinatnya berupa bilangan-bilangan yang memenuhi persamaan tersebut. Grafik suatu 

persamaan  dalam ruang tiga dimensi disebut permukaan. Dua grafik ruang tiga  dimensi  

yang sangat mudah dibuat  adalah grafik persamaan linier dan grafik persamaan kuadrat. 

Grafik persamaan linier yang paling sederhana adalah bidang, sedangkan  grafik 

persamaan kuadrat adalah bola. 

Ketika grafik fungsi yang dinyatakan dalam ruang tiga dimensi (3D) ditampilkan 

pada permukaan datar, mungkin sulit untuk memahami orientasi dan posisinya. Untuk 

mengatasi masalah ini, grafik fungsi juga dimasukkan ke dalam ruang 3D, dan "trek" 

ditempatkan pada bidang yang orientasinya mudah dilihat, yaitu bidang XY, XZ,  YZ. Hal 

ini juga memudahkan menggambar grafik fungsi dalam bentuk "sketsa grafis".  

Grafik dari sebuah fungsi kita dapatkan dengan menghubungkan titik-titik yang 

bersesuaian antara variable bebas dan variable terikatnya. Untuk fungsi satu variable, kita 

dapat menggambarkan grafik fungsi pada sumbu koordinat yang terdiri dari sumbu-x dan 

sumbu-y. Sedangkan untuk fungsi dua variable sumbu koordinatnya terdiri dari sumbu-x, 

sumbu-y, dan sumbu-z.  

Permukaan dapat direpresentasikan dalam tiga bentuk utama, yakni: 

 Eksplisit: 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), di mana 𝑓(𝑥, 𝑦) adalah fungsi dua variable yang 

menggambarkan hubungan antara 𝑥 dan 𝑦. 
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 Parametrik: 𝑟(𝑢, 𝑣) = ൫𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)൯, di mana (𝑢, 𝑣) adalah 

parameter bebas yang menggambarkan permukaan dalam ruang tiga dimensi. 

 Implisit: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, yang menyatakan hubungan antara ketiga variable 𝑥, 𝑦, 𝑧 

tanpa secara eksplisit mendefinisikan 𝑧. 

Untuk sifat geometris permukaan terdapat Vector Normal yang di mana vector 

tegak lurus terhadap permukaan di suatu titik. Vector ini sangat penting dalam analisis 

fluks dan orientasi permukaan. Kelengkungan Permukaan di mana suatu permukaan 

pada titik tertentu menggambarkan bagaimana permukaan tersebut “membengkok”. 

Pada orientasi permukaan mengacu pada arah vector normal permukaan, yang 

memiliki pengaruh besar dalam aplikasinya, terutama dalam pemodelan medan vector. 

Permukaan ini memiliki arah normal yang konsisten di seluruh permukaan, sementara 

permukaan non-orientable, seperti Moebius strip tidak memiliki arah normal yang 

konsisten.  

 

3. METODE PENELITIAN 

Dalam penelitian ini, pendekatan yang digunakan adalah kombinasi antara teori 

dan visualisasi interaktif untuk menganalisis permukaan:(Putri et al., 2024) 

1. Kajian Literatur: Studi ini memulai dengan tinjauan teori dasar tentang 

permukaan dan representasi matematisnya, termasuk konsep vektor normal dan 

kelengkungan. 

2. Analisis Representasi Permukaan: Permukaan dipelajari melalui bentuk 

eksplisit, parametrik, dan implisit, dengan fokus pada kelebihan dan 

kekurangan masing-masing representasi.(Anisah et al., 2021) 

3. Visualisasi dengan GeoGebra: GeoGebra digunakan untuk menggambarkan 

permukaan secara dinamis. Dengan memanipulasi parameter, visualisasi 

memberikan gambaran yang jelas tentang bagaimana bentuk permukaan 

berubah sesuai perubahan nilai parameter. 

4. Eksplorasi Sifat Geometris: Melalui visualisasi, sifat geometris seperti vektor 

normal dan kelengkungan dapat dianalisis secara langsung dan lebih mudah 

dipahami.(Ahmad Azzam et al., 2024) 
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4. HASIL DAN PEMBAHASAN  

Koordinat Kartesius Dalam Ruang Dimensi 3 

Secara formal definisi system koordinat kartesius pada ruang berdimensi 3 

adalah Cartesian Product ℝ × ℝ × ℝ {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ} yang merupakan 

himpunan pasangan berurutan tiga bilanagn rill dan dinotasikan ℝଷ. Kita telah 

memperoleh korespondensi satu-satu antar titik P  pada ruang dan pasangan berurutan 

(a,b,c) di ℝଷ yang dinamakan dengan system koordinat persegi Panjang tiga 

dimensi. Sebagai contoh.(Aliyah & Fanirin, 2022) 

Plot di ℝଷ grafik yang merepresentasikan fungsi berikut. 

a. 𝑧 =  3 

b. 𝑦 =  5 

Penyelesaian: 

a. Persamaan 𝑧 =  3 merepresentasikan himpunan {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑧 = 3} yang 

merupakan himpunan seluruh titik-titik di ℝଷ yang koordinat-𝑧 nya adalah 3. 

Grafiknya adalah  bidang horizontal yang sejajar dengan-𝑥𝑦 dan 3 satuan di 

atasnya sebagaimana dalam gambar (a). 

b. Persamaan 𝑦 =  5 merepresentasikan himpunan seluruh titik-titik di ℝଷ yang 

koordinat-𝑧 nya adalah 5. Grafiknya adalah  bidang horizontal yang sejajar 

dengan-𝑥𝑦 dan 5 satuan di atasnya sebagaimana dalam gambar (b). 

  

Gambar (a) 𝑧 =  3 

 

Gambar (b) y =  5 

 

Definisi Fungsi Dua Variabel 

Pada penelitian ini diberikan sejumlah soal terkait permukaan di ruang dalam 

fungsi dua variable. Fungsi ini didefinisikan sebagai sebuah fungsi bernilai real dari 

dua variable real, yakni fungsi f yang memadankan setiap pasangan terurut (𝑥, 𝑦) 

pada suatu himpunan D dari bidang dengan bilanagn real tunggal 𝑓(𝑥, 𝑦). Sebagai 

contoh:(Spaan & van Naerssen, 2018) 
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Sketsalah grafik fungsi berikut.  

𝑓(𝑥, 𝑦) =
ଵ

ଷ
ඥ36 − −9𝑥ଶ − 4𝑦ଶ  

𝑀𝑖𝑠𝑎𝑙 𝑧 =
ଵ

ଷ
ඥ36 − −9𝑥ଶ − 4𝑦ଶ 𝑑𝑎𝑛 𝑝𝑒𝑟ℎ𝑎𝑡𝑖𝑘𝑎𝑛 𝑏𝑎ℎ𝑤𝑎 𝑧 ≥ 0.  

 𝐽𝑖𝑘𝑎 𝑘𝑒𝑑𝑢𝑎 𝑟𝑢𝑎𝑠 𝑑𝑖𝑘𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑡𝑘𝑎𝑛 𝑑𝑎𝑛 𝑑𝑖𝑠𝑒𝑑𝑒𝑟ℎ𝑎𝑛𝑎𝑘𝑎𝑛, 𝑚𝑎𝑘𝑎 𝑑𝑖𝑝𝑒𝑟𝑜𝑙𝑒ℎ 𝑝𝑒𝑟𝑠𝑎𝑚𝑎𝑎𝑛  

𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑜𝑖𝑑𝑎.    

9𝑥ଶ − 4𝑦ଶ + 9𝑧ଶ = 36 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑠𝑖  

𝐺𝑟𝑎𝑓𝑖𝑘 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑡𝑢𝑛𝑗𝑢𝑘𝑘𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑏𝑒𝑟𝑖𝑘𝑢𝑡.   

 

Gambar (c) 𝒇(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝟑
ඥ𝟑𝟔 − −𝟗𝒙𝟐 − 𝟒𝒚𝟐 

Bola dan Persamaannya 

Berdasarkan definisi, bola adalah himpunan semua titik-titik 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) yang 

memiliki arak yang sama 𝐶 yaitu 𝑟 sebagaimana dalam gambar (d). maka titik P berada 

pada permukaan bola jika dan hanya jika |𝑃𝐶|  =  𝑟. Dengan mengkuadratkan kedua sisi 

didapat: 

|𝑃𝐶|ଶ = 𝑟ଶ  

Sehingga didapat rmus persamaan bola adalah 

(𝑥 − ℎ)ଶ + (𝑦 − 𝑘)ଶ + (𝑧 − 𝑙)ଶ = 𝑟ଶ 

 

Gambar (d) posisi titik pada bola 
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Rumus Titik Tengah 

Jika 𝑃ଵ(𝑥ଵ, 𝑦ଵ, 𝑧ଵ) dan 𝑃ଶ(𝑥ଶ, 𝑦ଶ, 𝑧ଶ) adalah titik-titik ujung suatu ruas garis, maka 

titik tengah 𝑀(𝑚ଵ, 𝑚ଶ, 𝑚ଷ) mempunyai koordinat  

𝑚ଵ =
𝑥ଵ + 𝑥ଶ

2
 𝑚ଶ =

𝑦ଵ + 𝑦ଶ

2
 𝑚ଷ =

𝑧ଵ + 𝑧ଶ

2
 

 

5. KESIMPULAN DAN SARAN 

Dalam penelitian ini, telah ditemukan bahwa representasi permukaan dalam ruang 

tiga dimensi—baik dalam bentuk eksplisit, parametrik, maupun implisit—memiliki 

kelebihan dan kekurangan masing-masing dalam menggambarkan berbagai objek 

geometris. Penggunaan perangkat lunak GeoGebra sebagai alat visualisasi interaktif 

sangat membantu dalam memperjelas orientasi dan bentuk permukaan, yang sulit 

dipahami hanya melalui persamaan matematis. Melalui manipulasi parameter pada 

GeoGebra, kita dapat dengan mudah mengamati perubahan bentuk permukaan dan 

menganalisis sifat-sifat geometrisnya, seperti vektor normal dan kelengkungan.(Tarihoran 

et al., 2021) 

Selain itu, penelitian ini menunjukkan bahwa konsep vektor normal dan 

kelengkungan permukaan sangat penting dalam aplikasi lebih lanjut, seperti dalam analisis 

fluks dan pemodelan medan vektor. Pemahaman yang lebih baik mengenai orientasi 

permukaan juga menjadi kunci dalam studi permukaan non-orientable, seperti Moebius 

strip, yang tidak memiliki arah normal konsisten.(Rahman, 2018) 

Sebagai saran, pengembangan lebih lanjut dapat dilakukan dengan mengintegrasikan 

GeoGebra dengan perangkat lunak pemodelan 3D lainnya untuk menghasilkan visualisasi 

yang lebih kompleks dan dinamis. Selain itu, eksperimen lebih lanjut dapat dilakukan 

untuk mengeksplorasi aplikasi konsep-konsep ini dalam bidang fisika dan teknik, terutama 

dalam simulasi medan dan interaksi permukaan dalam ruang tiga dimensi.(Budhi, 2015) 
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