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Abstract. This research studies the appiiccmz of the nth order Runge-kutta method as a numerical
solution ro ordinary differential equations. This method was chosen because it is able to provide high
accuracy and flexibility in various PDB problems. We implement the nth-order Runge-Kutta algorithm in
MATLAEB and compare with other numerical methods, such as Euler's method. The results show that the
nth order Rmrge-fi’mmerhod is able to produce more accurate solutions, especially for nonlinear
systems. This research makes a significant contribution to the development of numerical solutions for
PDB and shows the potential of MATLAB as an effective tool for numerical simulation. Sensitivity
analyzes of parameters and time steps were also performed to undersiand the impact of variations on
stability and convergence.

Keywords: Differential Equation, MATLAB, Numeric, Runge Kuitta

Abstrak. Penelitian ini mempelajari penerapan dari metode Runge-kutta orde n sebagai solusi numerik
persamaan diferensial biasa. Metode ini dipilih karena mampu memberikan akurasi dan fleksibilitas yang
tinggi dalam berbagai permasalahan PDB. Penulis mengimplementasikan algoritma Runge-Kutta orde n
di MATLAB dan membandingkan dengan metode numerik lainnya, seperti metode Euler. Hasilnya
menunjukkan bahwa metode Runge-Kutta orde n mampu menghasilkan solusi yang lebih akurat
khususnya untuk sistem nonlinier. Penelitian ini memberikan kontribusi yang signifikan terhadap
pengembangan solusi numerik untuk PDB dan menunjukkan potensi MATLAB sebagai alat yang efektif
untuk simulasi numerik. Analisis sensitivitas parameter dan langkah waktu juga dilakukan untuk
memahami dampak variasi terhadap stabilitas dan konvergensi.

Kata kunci: MATLAB, Numerik, Persamaan Diferensial, Runge Kutta

1. LATAR BELAKANG
Persamaan differensial merupakan persamaan yang identik dengan perubahan
atau derivative. Di sisi lain, beberapa fenomena alam yang terjadi, erat sekali
dengan perubahan sehingga fenomena tersebut sering kali dianalisa dengan
pendekatan persamaan differensial sebagai alternatif pendekatan matematika.
PDB dapat menjadi salah satu alternatif matematik yang dapat digunakan untuk

menganalisis suatu persoalan alam, seperti penyelesaian dalam kasus rangkaian




listrik (Rijoly & Rumlawang, 2020). Menghadapi kesulitan tersebut biasanya
PDB dapat diselesaikan dengan metode numerik, metode numerik tentu saja
memiliki kelebihan dan kekurangan tersendiri. Kelebihannya adalah bentuk
persamaannya menjadi galat sehingga bentuk PDB seperti apapun dapat
diselesaikan, namun kekurangannya diperlukan jumlah pengulangan atau iterasi
untuk menghasilkan solusi yang akurat layaknya solusi analitik yang bergantung
terhadap bentuk dari PDB yang diselesaikan (Pandia & Sitepu, 2021). Metode
numerik yang umum digunakan untuk mendapatkan solusi persamaan nonlinier
élalah metode Newton, Bisection dan secant. Sedangkan untuk medapatkan
solusi numerik dari persamaan diferensial biasa adalah metode Runge Kutta.
Semua metode tersebut hanya berfokus pada persamaan dengan satu variabel saja
dan tidak dapat digunakan jika persamaannya memiliki lebih dari satu variable
(Sitompul & Siahaan, 2022b). Metode numerik juga seringkali dibuat dengan
MATLAB untuk mempermudah dalam eksekusinya terutama sebagai media

pembelajaran (Nugraha & Nurullaeli, 2023).

. KAJIAN TEORITIS

Persamaan diferensial merupakan persamaan fungsi turunan yang ada dalam
permasalahan matematika. Metode yang digunakan untuk solusi persamaan
diferensial adalah metode analitik, tetapi ada persamaan yang tidak dapat
diselesaikan dengan menggunakan metode analitik sehingga diperlukan adanya
metode lain untuk mendekati nilai sebenarnya yaitu dengan menggunakan
metode numerik. Persamaan diferensial (differential equation) adalah sebuah
persamaan yang memuat satu atau lebih variabel tak- bebas dabturunan-
turunannya terhadap variabel-variabel bebas (Rifandi & Abdy, 2023). Persamaan
Diferensial Biasa (Ordinary Differential Equation) adalah sebuah persamaan
diferensial yang hanya melibatkan satu variabel bebas. Suatu persamaan

diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk :

dy d’y d"y\ _
F(x’y’a’ﬁ""’dxﬂ =0

Permasalahan persamaan diferensial biasa dapat diselesaikan dengan metode

numerik seperti Metode Runge Kutta dan Metode Euler.




Dengan Rumus Metode Runge Kutta :
Yit1 = Vi + ki + azky + -+ anky
dimana :

ki = hf (xiy:)

kz = hf (xi+p1h, yi + qu1k1)

ks = hf (xi+pzh, yi + qz1k1 + q22k2)
kyn = hf tiHpp-1h i + Gno1ak1 + Gnzpka + -+ Gu_g1kn1)
Rumus Metode Euler :

Yn = Yn-1 + hf Oy, Yna)

y1 = Yo + hf (x0,¥5)

Y2 =1+ (1)

. METODE PENELITIAN

Pada penelitian ini metode yang digunakan oleh peneliti dibagi menjadi tiga
tahapan, yakni : Pertama, penyusunan penyelesaian persamaan numerik yang
dilakukan sebagai solusi dari PDB baik orde satu, orde dua ataupun orde 3.
Kedua, perancangan pada MATLAB yang disesuaikan dengan persamaan yang
diinginkan. Ketiga, mengevaluasi hasil numerik dengan solusi analitik untuk
persamaan PDB orde satu, orde dua ataupun orde tiga yang sederhana.
Solusi numerik dengan metode runge kutta pada persamaan diferensial orde 3

dengan menggunakan algoritma runge kutta orde 3 :

Yi+r1 = Vi +%(k1 + 4k, + k3)

Dimana :

ki = h.f(xyy1)

by =hof (xi + 30y +3k)

ks = h.f(xi + hyy1 — ka1 + 2k3)

Solusi numerik dengan metode euler pada persamaan diferensial dengan

menggunakan algoritma euler :
Yn = Yn-1 +hf Oy, Ynq)
y1 = Yo+ hf(x0, o)




y2 =y1+hf(x1, 1)
Dengan diberikannya rumus Runge Kutta dan Euler yang merupakan
Penyelesaian numerik dari permasalahan persamaan diferensial biasa yang akan

dijadikan landasan teori dalam menyelesaikan persamaan diferensial biasa.

. HASIL DAN PEMBAHASAN

Akan disajikan 1 contoh kasus dalam tulisan ini untuk menunjukkan
perbandingan keefektifan metode runge kutta dengan metode euler dalam
penyelesaian permasalahan persamaan diferensial biasa serta diimplementasikan
ke dalam MATLAB.

Contoh Kasus :

Diberikan suatu fungsi % = f(x,y) = (—2x3 +12x? — 20x + 8,5) dimanax =0
dan y(0) = 1 dari x = 0 dan x = 1, panjang langkah h =05
Penyelesaian :
1. Metode Runge Kutta Orde 3
Dik: xp=0->y(0)=1;h=05;x, =1
_ Ap—xp _ 1-0

nN=—"—-—m-=—=
h 0,5

x;=05->y;,=7
ki=hf(x;,y);y1>i=0
=05 X f(x0,¥0)
= 0,5(=2(0)3 + 12(0)% — 20(0) + 8,5)
=0,5(8,5)
= 4,25

ok
k2 = hf(xi + Vi +?)
0,5 4,25)

=osf(0+ =1+
IO+ 143

=0,5/(0,25;3,125)
=0,5(—2(0,25)3 + 12(0,25)% — 20(0,25) + 8,5) = (0,5 x 4,22)
=211
kz =hf(x;+h;y; — kg + 2k3)
=05f(x0 +0,5;1—425+2(2,11))
=05f(0+0,5;1 4,25 +2(2,11))
=0,5£(0,5;0,97)
=0,5f(=2(0,5)3 + 12(0,5)% — 20(0,5) + 8,5)




= (0,625)

1
Yit1 = Yi +g(k1 + 4k; + k3)
1
y1 =142 (425 +4(211) +0,625)

y. =1 +%(13,315)

=322
Untuk x; =1 -y, =7; YViti=Y2 > i =1
ky = hf (x; )

=0,5x f(x1,51)

=05(=2(0,5)% + 12(0,5)2 — 20(0,5) + 8,5)

= 0,625

h k
k, =hf(xi +5.9 +?)

0,5 0,625
=0,5f (0,5 + 7,3,22 +—)

2
=0,5f(0,75;3,533)
=0,5f(—2(0,75)% + 12(0,75)% — 20(0,75) + 8,5)
=—0,297

kz=hf(x;+h;y; —ky+ 2k;)
=057(05+05;3,22 — 0,625 + 2(—0,297))
=0,5f(1;2,001)
=0,5f(—2(1)% + 12(1)? - 20(1) + 8,5) = —0,75

1
Yi+1 = N1 +g(k1 + 4k; + k3)
1
y2 = 322 +2 (0,625 +4(~0,297) = 075)

1
Y2 =322 +2(-1313)

= 3,0012
Maka, ketikax; = 0,5 ,y; = 3,22 danketikax, =1 ,y, = 3,0012

Pengaplikasian pada MATLAB
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1 % Definisikan fungsi F(x, y
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Gambar 1. Pengaplikasian Pada MATLAB

Runge-Kutta Orde ke-3
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Gambar 2. Grafik Hasil MATLAB dari Runge Kutta Orde 3

Pemograman MATLAB untuk percobaan numerik diatas :

clc
close all
clear all

% Definisikan fungsi f(x, y)
F = @(X, y) -2%x"3 + 12%x"2 - 20%x + 8.5;

% Kondisi awal

X0 = 9;
ye = 1;
h = @.5; % Panjang langkah

x_end = 1; % Batas akhir x
n_steps = (x_end - x@) / h; % Jumlah langkah

% Inisialisasi array untuk menyimpan hasil
x_values = x@:h:x_end;

y_values = zeros(1l, length(x_values));
y_values(1l) = y@;




% Metode Runge-Kutta orde ke-3
for 1 = 1:n_steps

®x_n = x_values(i);

y_n =y _values(i);

% Hitung , k2, k3

ki =h * f(x_n, yn);
k2 = h * f(x_n + h/2, y_n + k1/2);
k3 =h * f(x_n + h, y. n - k1l + 2*%k2);

% Perbarui nilai y
y_values(i+l) = y_n + (1/6) * (k1 + 4*k2 + k3);
end

% Tampilkan hasil
disp('Nilai x:');
disp(x_values);
disp('Nilai y:');
disp(y_values);

% Plot solusi

plot(x_values, y_values, '-0');
xlabel('x"');

ylabel('y");

title('Runge-Kutta Orde ke-3');
grid on;

2. Metode Euler

Dik: xg=0-y(0)=1;h=05; x, =1
g+ =Yi thf (xi, i)
X, =xy+h
=0+0,5
=0,5
y1= Yo+ hf(x0,¥0)
=14 0,5(-2(0)% + 12(0)2 — 20(0) + 8,5)
=1+0,5(85)
=525
X, =x1+h
=05+05
=1
Y2 =y1 +hf(x1,y1)
=525+ 0,5(—2(0,5)3 +12(0,5)2 — 20(0,5) + 8,5)
=5,25+0,5(1,25)
= 5,875




Maka, ketika x; = 0,5 ,y; = 5,25 dan ketikax, =1 ,y, = 5,875

Terdapat Perbedaan hasil pada y; dan y, antara metode Runge kutta dan Euler.
Hasil dari metode Euler dan Runge-Kutta tidak sama karena metode Runge-Kutta lebih
akurat daripada metode Euler. Metode Runge-Kutta memiliki kesalahan pemotongan
lokal yang lebih kecil daripada metode Euler untuk panjang langkah yang sama,
sehingga memberikan hasil yang lebih akurat. Metode runge kutta lebih kompleks dan
akurat dibandingkan metode Euler.

Pengaplikasian Pada MATLAB

Gambar 3. Pengaplikasian Pada MATLAB

Solusi Metode Euler

Gambar 4. Grafik Hasil MATLAB dari Euler

Pemograman MATLAB untuk percobaan numerik diatas :
clc

close all

clear all




% Diketahui

X8 = 8;
ye = 1;
h = 8.5;
xn = 1;

% Fungsi f(x, y)
fxy = @(x) (-2%x"3 + 12%x*2 - 20%X + 8.5);

% Inisialisasi variabel

x_values = x@:h:xn;

y_values = zeros(size(x_values));
y_values(1l) = y@;

% Metode Euler
for 1 = 1:(length(x_values) - g!

y_values(i+l) = y values(i) + h * fxy(x_values(i));
end

Hasil
printf('yl
fprintf('y2

%.4f\n', y values(2));
%.4f\n', y values(3));

% Plot grafik

plot(x_values, y_values, '-o', 'LineWidth', 2);
xlabel('x"');

ylabel('y');

title('Solusi Metode Euler');

grid on;

5. SIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan bahwa penyelesaian
persamaan diferensial biasa menggunakan metode runge kutta lebih efektif dan
akurat daripada menggunakan metode euler dikarenakan metode runge kutta
menggunakan pendekatan lebih kompleks dalam menghitung nilai solusi tiap
langkah, sehingga kesalahan (error) yang terjadi lebih kecil. Metode Runge Kutta
menggunakan beberapa tahap perhitungan pada setiap langkah untuk menghitung
rata-rata nilai kemiringan (turunan) dari beberapa titik antara titik awal dan akhir
di interval tersebut. Karena menggabungkan informasi dari berbagai titik,
hasilnya lebih mendekati solusi eksak dengan tingkat kesalahan yang lebih kecil

dibandingkan metode Euler.
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